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RESUM 
La inestabilitat dels fluxos i la transició a la turbulència són fenòmens estesos a 
l’enginyeria i el medi natural. El problema de Poiseuille és un dels escenaris típics en 
dinàmica de fluids on la transició de flux lamina a turbulent no està plenament 
compresa. El problema de Poiseuille és el flux que apareix a un fluid viscós confinat 
entre dos plans paral·lels on el moviment és induït per un gradient de pressió.  
Actualment, aquest junt amb altres problemes de fluxos bàsics (com és el cas del flux de 
Hagen-Poiseuille) són tema de recerca per la teoria de la transició a la turbulència.  
La primera inestabilitat lineal apareix per         . Tot i així, pel problema de 
Poiseuile 3D s’ha arribat experimentalment a la transició de flux bàsic a turbulència per 
   molt menors al valor predit per la teoria lineal. Pel Poiseuille pla (2D) Jimenéz ha 
determinat computacionalment, per també    menors, turbulència localitzada. Així 
doncs, tot i ser l’estudi lineal un dels mitjans més utilitzats en dinàmica de fluids, és 
evident que els resultats d’aquest anàlisi no coincideixen amb les observacions. 
En la present tesina s’estudia els estats de turbulència localitzada pel cas pla (2D) per 
   menors i dominis menors els ja estudiat per Jimenéz. És realitza una descripció de la 
formulació del model físic juntament amb el desenvolupament del model numèric 
emprat. A partir de les equacions de Navier-Stokes, introduint la funció de corrent, es 
redueix el nombre de variables del problema inicial i s’obté l’equació de la funció de 
corrent. Mitjançant aquesta última equació, es resoldrà el problema utilitzant mètodes 
numèrics espectrals. Concretament per la variable espacial s’utilitza  Galerkin-
Numerical Integration (G-NI), Galerkin combinat amb col·locació i per la variable 
temporal es fa ús dels mètodes multipas (IMEX2). 
S’ha analitzat la variació de l’existència de fluxos preturbulents en funció del número de 
Reynolds i del domin de computació.  
De les simulacions realitzades és pot concloure que l’existència de fluxos preturbulents 
presenta una gran variació en funció del domin de computació. Així doncs, pel cas de 
dominis de computació majors          i           s’observen fluxos 
preturbulents per nombres de Reynolds de l’ordre de 2450 mentre que per dominis 
menors (         ) el menor nombre de Reynolds pel qual s’observa fluxos 
pretubulents és de l’ordre de 4400.    està relacionat amb la longitud del canal   de la 
forma:       ⁄ . A més a més, a diferència dels dominis menors, pel cas dels dominis 
majors coexistien zones amb el flux bàsic amb ones viatgeres (TSW). Entendre els 
mecanismes que fan aparèixer aquestes solucions preturbulents forma part de les futures 
línies de recerca.  
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ABSTRACT 
Instability of flows and their transition to turbulence are widespread phenomena in 
engineering and the natural environment. The Poiseuille problem (pressure-driven 
incompressible fluid between parallel plates) exhibits a generic scenario in which the 
transition from laminarity to turbulence is not fully understood. This problem, along 
with other canonical shear flows, have been subject of research over a century. 
According to computations carried out many decades ago, Poiseuille flow experiences 
its first linear instability for a Reynolds number around Re = 5772. However, 
experiments carried out in the laboratory have hardly agreed with the linear prediction, 
repeatedly reporting sudden transition to turbulence for Reynolds number half an order 
of magnitude below that theoretical bound. Besides, this subcritical transition is 
characterized by localized turbulent patches within quiescent laminar flow. 
Plane Poiseuille is a mathematical modelization of the original channel flow in which 
the flow is assumed to be spanwise independent. Although linear instability of this two-
dimensional simplification occurs at the same reynolds number, transition to turbulence 
is different from its three-dimensional counterpart. Direct numerical simulations carried 
out two decades ago identified supercritical transitions scenarios where the waves 
become modulated and eventually turn to be chaotic. The aforementioned computations 
also reported subcritical transition to localized waves in large domains. 
The present work is an extension of those computations, where we explore localized 
states in plane Poiseuille flow for shorter domains and lower Reynolds numbers. This 
work provides a physical and mathematical description and formulation of the problem, 
respectively, as well as the numerical methodologies used later for the simulations. The 
problem will be formulated in terms of the streamfunction because of its simplicity. 
Spectral Legendre and Fourier methods will be used for the spatial discretization in the 
wall-normal and streamwise directions, respectively. Time evolution will be 
approximated through linearly implicit 2nd order integrators. 
The study addresses the identification of unstable travelling wave solutions, as well as 
the existence of localized states for a wide range of domain aspect ratios and Reynolds 
numbers. 
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1. INTRODUCCIÓ 
 
1.1. INESTABILITAT HIDRODINÀMICA  
La inestabilitat dels fluxos i la transició a la turbulència són fenòmens estesos a 
l’enginyeria i el medi natural. Determinar-ne les seves causes són de gran importància 
en branques de les matemàtiques aplicades, l’astrofísica, la biologia, geofísica, 
meteorologia, oceanografia i física, així com en l’enginyeria tot i que és un dels 
problemes més complexos de la física clàssica.  
Els problemes essencials de l’estabilitat hidrodinàmica ja van ser formulats al s. XIX. 
Osborne Reynolds (1883), matemàtic i professor d’enginyeria de la Universitat de 
Manchester, va realitzar una sèrie d’experiments sobre la inestabilitat en el flux per 
canonades. Aquests consistien a sotmetre l’aigua a un mateix gradient de pressió per 
canonades de diferents radis i mesurar la velocitat màxima al centre de la canonada. 
Amb l’objectiu de determinar quan es produïa la transició de flux laminar a turbulent, 
augmentava gradualment el cabal. Per tal d’observar el tipus de flux feia ús d’un 
colorant a l’entrada de la canonada. Reynolds va adonar-se que el flux deixava de ser 
laminar quan       superava un determinat valor; essent   la velocitat màxima de 
l’aigua a la canonada,   el radi de la canonada i   la viscositat cinemàtica del fluid. 
Reynolds va veure que el que controlava l’estabilitat del fluid no era el valor específic 
dels paràmetres absoluts  ,   o  , sinó l’anterior combinació adimensional. Aquest 
nombre adimensional és conegut actualment com el número de Reynolds     . El 
conjunt d’experiments van donar, com a valor crític del número de Reynolds, un valor 
proper a 13000.  
Posteriors experimentalistes han indicat que la transició és molt sensible a la magnitud 
de les pertorbacions externes augmentant aquest susceptibilitat a mesura que augmenta 
el nombre de Reynolds. Experiments fets sense gaire cura al problema de Hagen-
Poiseuille (pipe flow - canonades) poden donar nombres de Reynolds crítics al voltant 
de        , mentre que un experiment fi pot arribar a nombres de Reynolds 
superiors a          amb laminaritat. De moment, no s’ha trobat inestabilitat lineal 
per        computacionalment. Es creu que és linealment estable per tot   , però no 
hi ha demostració formal. 
Un altre escenari típic on la transició (inestabilitat hidrodinàmica) no està plenament 
compresa és el problema de Poiseuille. La primera inestabilitat lineal (Tollmine-
Schlichting) apareix per         . Malgrat això, en el laboratori (cas 3D), el flux 
bàsic transita a la turbulència per         . Pel problema pla (2D) Jiménez [Jim90] 
identifica estats de turbulència localitzats per valors inferiors a la primera inestabilitat 
lineal essent per         quan la turbulència deixa de ser localitzada.  
Tan el problema de Poiseuille com el problema de Hagen-Poiseuille presenten un 
comportament similar: transició subcrítica a la turbulència i de forma localitzada. 
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Aquest i altres fluxos bàsics que es tornen inestables per sota dels valors que prediu la 
teoria lineal s’anomenen subcrítics, i actualment es troben al capdavant de la recerca 
fonamental a la teoria de la transició a la turbulència. Típicament s’observa al laboratori 
i a les simulacions numèriques zones d’intermitència turbulenta on la turbulència no 
omple el domini completament (turbulència localitzada).  
Recentment s’han fet estudis teòrics per EDP’s no lineals (Burke i Knobloch, 
[BuKn06]) on s’ha conclòs que la localització pot estudiar-se des del punt de vista de 
coexistència d’estats homogenis. Aquets estudis podrien ser una explicació de les 
diferents famílies de solucions que presenten les equacions de Navier-Stokes. Aquest 
mecanisme és conegut amb el nom de “snaking”. L’estudi de “snaking” queda però, 
fora dels objectius de la present tesina.  
 
1.2. OBJECTIUS I CONTINGUT DE LA TESINA  
L’objectiu de la tesina és la computació dels fluxos preturbulents bidimensionals al 
problema de Poiseuille pla (2D) intentant identificar estats localitzats viatgers per    
menors i dominis menors que els estudiats per Jiménez. Per tal objectiu, s’utilitzen 
tècniques d’evolució temporal. També és pretén determinar la seva existència dels 
fluxos preturbulents en funció del número de Reynolds i la dimensió del domini de 
computació. Conèixer les solucions preturbulents han de servir de base per la 
comprensió, en línies futures de recerca, dels mecanismes que fan aparèixer aquestes 
solucions com podria ser l’esmentat “snaking”. L’estudi d’aquests possibles 
mecanismes estan fora dels objectius de la tesina.   
La contingut de la tesina és pot dividir en tres grups temàtics diferenciats. El primer 
d’ells té per objectiu plantejar els diferents termes que defineixen el problema de 
Poiseuille pla en dues dimensions. S’exposen les equacions que descriuen la dinàmica 
del fluid i es presentes la condicions de contorn utilitzades, flux constant a través del 
canal. Pel fet de ser també habitual utilitzar (com a condició de contorn) gradient mitjà 
de pressió constant, s’establirà la relació que hi ha entres aquestes dues opcions. 
S’utilitza la formulació mitjançant la funció de corrent 
En el segon grup temàtic és detallen els mètodes numèrics utilitzats. A grans trets, el 
problema es discretitza utilitzant mètodes espectrals per la variable espacial i mètodes 
semi-implícits de segon ordre per la variable temporal.  
L’últim dels grups temàtics està conformat pels resultats i les conclusions. Comencem 
exposant els resultats de l’anàlisi lineal de les equacions Orr-Sommerfeld. Aquests 
resultats ens serveixen com a punt de partida per determinar el domini de computació i 
calcular les primeres ones viatgeres. Utilitzant varis dominis de computació i per 
diferents    s’analitza l’existència de fluxos preturbulents.  
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2. FORMULACIÓ DEL PROBLEMA 
 
2.1. FLUX BÀSIC 
Considerem el moviment bidimensional d’un fluid newtonià incompressible de 
viscositat dinàmica   i densitat   entre dues plaques paral·leles i infinites situades al pla 
    . Les equacions que governen l’evolució general del fluid són les equacions de 
Navier-Stokes: 
  [    (   ) ]          (2.1) 
On    (     ) és el camp de pressions i    (     )  (   ) (     ) és la 
velocitat del flux que satisfà la condició d’incompressibilitat: 
       (2.2) 
Amb   (     ),  
    
    
  i              
O expressat en coordenades: 
 
 (             )   
  
  
  (
   
   
 
   
   
) (2.3a) 
 
 (             )   
  
  
  (
   
   
 
   
   
) (2.3b) 
           (2.3c) 
D’aquestes equacions, imposant la condició de no lliscament a les plaques tant inferior 
com superior per tot   i  : 
  (      )  (   )     (     )  (   ) (2.4) 
és pot obtenir analíticament el flux bàsic de Poiseuille caracteritzat per tenir un perfil de 
velocitats parabòlic: 
 
  [
 
  
  
  
(     )]  ⃗ (2.5) 
On 
  
  
 és uniforme i      . 
La velocitat màxim es troba al centre del canal (   ) de i per valor: 
 
      ( )   
  
  
  
  
 (2.6) 
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2.2. ANÀLISI DIMENSIONAL 
Com és habitual en dinàmica de fluids, s’adimensionalitza el problema escollint [ ]  
 , [ ]       ⁄  i [ ]   
    com a unitats de longitud, temps i massa, 
respectivament. És a dir, definim les noves variables adimensionals   ,   ,    i  ̃ , com: 
 (           )  (                      
       
       
  ̃ )   (2.7) 
Introduint les noves variables adimensionals   ,   ,    i  ̃  a l’equació de Navier-
Stokes, obtenim les equacions de Navier-Stokes adimesionalitzades: 
     
  (     )       ̃  
 
      
      (2.8) 
Si ara definim el nombre de Reynolds adimensional com: 
 
   
      
 
 (2.9) 
I, per abús de notació, si traiem els símbols * i ̃  l’equació queda simplificada de la 
manera següent: 
 
    (   )      
 
  
    (2.10) 
Amb       i  (    )   .  
O expressat amb coordenades: 
 
     
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 
  
(
   
   
 
   
   
) (2.11a) 
 
     
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 
  
(
   
   
 
   
   
) (2.11b) 
           (2.11c) 
En aquest nou sistema de variables, la solució del flux bàsic de Poiseuille pla queda: 
   (    ) ⃗ (2.12) 
amb y   [    ]. 
 
Figura 2.1 Perfil de velocitats del flux bàsic pel problema adimensionalitzat de Poiseuille pla   
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2.3. DIFERENTS CONDICIONS DE FLUX 
Per tal d’evitar la falta d’unicitat del conjunt de solucions del flux bàsic, es disposa 
principalment de dues alternatives: fixar la quantitat de flux volumètric ( ) o el 
gradient de pressió ( ).  
En el nostre cas, es fixarà el flux volumètric pel simple fet de poder comprovar resultats 
amb simulacions ja existents.  
A continuació s’exposarà com varia el gradient de pressió quan es fixa el flux 
volumètric.  
Donat un perfil de velocitats   (   ) del flux de Poiseuille, el flux volumètric   a 
través del canal (que per la condició d’incompressibilitat i de no lliscament no depèn de 
 ) que s’obté és: 
 
  ∫  (   )  
 
  
 (2.13) 
S’expressa  (   ) utilitzant series de Fourier en   com (     ⁄ ): 
 
 (   )  ∑ ̂ ( ) 
          ∫  ̂ ( )  
 
     
 (2.14) 
Per altra banda podem calcular el gradient de pressió del canal: 
  
 
   
∫ ∫ [ 
  
  
]     
 
  
 
 
 
 
 
   
∫ ∫ * (
  
  
  
  
  
  
  
  
)   (
   
   
 
   
   
)+     
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∫ ∫        ∫ *
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∫      
 
 
∫ ∫  
  
  
      ∫ [
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∫
  ̂ 
  
   
 
  
 
  
[
  ̂ 
  
]
  
 
 
(2.15) 
On s’ha tingut en compte la condició d’incompressibilitat. 
El flux volumètric, que s’imposa constant, ve determinat pel flux bàsic: 
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  ∫  ( )   ∫     [  (
 
 
)
 
]   
 
  
 
 
 
               
   
  
 
  
 (2.16) 
Tenint en compte la relació trobada amb el gradient de pressió: 
 
  
 
  
[  ]  
  
 
 
   
  
 (2.17) 
Si es calcula el nombre de Reynolds      
 
    
     
 
 
   
  
 (2.18) 
Essent   la viscositat cinemàtica 
De forma anàloga si s’imposa el gradient de pressió constant   , la velocitat a     del 
flux bàsic és       
  (  ) i el flux         (  ). Ara el nombre de Reynolds 
és: 
 
    
   
 
 
   
  
   
 (2.19) 
On es pot veure que els dos nombres de Reynolds coincideixen pel flux bàsic. Quan és 
crea una pertorbació al flux bàsic, que en el nostre cas s’imposarà que el flux volumètric 
segueixi sent el mateix que el del flux bàsic, els dos Reynolds ja no coincideixen: 
Suposem que s’expressa el nou flux com: 
   (   )  ∑ ̂ 
 ( )        
   
 (2.20) 
De la anterior relació del gradient de pressió tenim: 
 
    
 
  
*
  ̂ 
 
  
+
  
 
 (2.21) 
Considerant el perfil de velocitats parabòlic tenim que la velocitat per     és: 
 
   
   
 
  
 
 
 
*
  ̂ 
 
  
+
  
 
 (2.22) 
Obtenint la següent relació dels nombres de Reynolds: 
 
   
   
 
  
  
  
 
   
*
  ̂ 
 
  
+
  
 
  
 
 
[
  ̂ 
 
  
]
  
 
 (2.23) 
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[
  ̂ 
 
  
]
  
 
 (2.24) 
De l’última equació és pot veure que si  ̂ 
 
     , que es tracte del flux bàsic, 
        tal com ja s’ha mencionat prèviament. (essent  ̂ 
 
 i   magnituds 
adimensionalitzades). 
 
2.4. FUNCIÓ DE CORRENT 
Per tal de reduir al màxim el nombre de variables, s’introdueix la funció de corrent    
(com a contrapartida, a l’hora de solucionar el problema numèric, es requeriran passos 
de temps relativament menors a si s’utilitzés l’equació de Navier-Stokes que té per 
variable la velocitat).      
La funció de corrent   que s’introdueix es caracteritza per: 
 
  
   
  
 ⃗  
   
  
 ⃗ (2.25) 
         ⃗⃗ (2.26) 
On   és el camp de velocitats i   la vorticitat.  
Atenent a l’anterior definició és pot obtenir la funció de corrent associada a la solució 
bàsica  (     ): 
 
       
   
  
      
 
 
    ( ) (2.27) 
Essent la costant  ( )    pels motius que es comentaran a continuació.  
Introduint la funció de corrent a l’equació de Navier-Stokes [God02] s’obté: 
 
[
 
  
 
   
  
 
  
 
   
  
 
  
]      
 
  
     (2.28) 
Essent        
       
   
      
     
La funció de corrent   (flux total) es pot descompondre en dues parts: 
 el flux bàsic ∫  ( )  
 
 
  associat al flux de Poiseuille pla que té per perfil de 
velocitats  ( )  (    ),      
 
 
   
 una pertorbació (     )  
            (2.29) 
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Substituint   per      a l’anterior equació tenim: 
*
 
  
 
 (    )
  
 
  
 
 (    )
  
 
  
+   (    )  
 
  
  (    ) (2.30) 
Desenvolupant: 
(
 
  
  ( )
 
  
)        ( )
  
  
 (
  
  
 
  
 
  
  
 
  
)     
 
  
    (2.31) 
(
 
  
 (    )
 
  
)      
  
  
 (
  
  
 
  
 
  
  
 
  
)     
 
  
    
(2.32) 
On s’ha tingut en compte que: 
 
  
(   )    
   
  
   
   
  
  ( )       
    
   
    ( )     
Novament, s’imposen les condicions de no lliscament a les plaques inferior i superior: 
   
  
(      )    
  
  
(      )    (2.33) 
I la condició de periodicitat: 
  (     )   (          )   (       ) (2.34) 
Com ja s’ha comentat per evitar la falta d’unicitat és fixà el flux volumètric. Als 
problemes de transició normalment s’exigeix que la taxa de flux volumètric es 
mantingui constant a mesura que evolucionen les pertorbacions respecte al flux 
volumètric de la solució laminar de Poiseuille.  
Així doncs, el flux volumètric ha de mantenir el valor adimensional 4/3 imposada per 
 ( ) (el flux de la solució bàsica de Poiseuille), és dir, la velocitat total de la funció de 
corrent ha de satisfer: 
 
∫  (   )   ∫  ( )   
 
 
 
  
 
  
 (2.35) 
Ja que  ( )    ( )      ⁄ , la condició que el flux volumètric sigui constant, 
equival a que (     )   (      )   .  
 (      ) ha de ser igual a una constant arbitraria que, precisament pel fet de ser 
arbitraria, es considerarà  (      )    
Finalment, les condicions de no lliscament i de flux volumètric constant queden: 
 
 (      )    
  
  
(      )    
  
  
(      )    (2.36) 
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3. MODEL NUMÈRIC 
A l’apartat anterior s’ha arribat a l’equació: 
(
 
  
 (    )
 
  
)      
  
  
 (
  
  
 
  
 
  
  
 
  
)     
 
  
    (3.1) 
Amb les condicions de contorn: 
 
 (      ) 
  
  
(      )    
  
  
(      )    (3.2) 
  (     )   (           ) (3.3) 
Una vegada establerta la formulació matemàtica és necessari elegir el mètode numèric. 
Per la variable espacial se’n fa una discretització fent ús dels mètodes espectrals 
(Galerkin, [Tre00]). Una de les raons, per la qual s’utilitzen els mètodes espectrals, és el 
seu major grau de precisió de les solucions obtingudes ja que té una convergència 
exponencial. El principal inconvenient és la dificultat d’usar aquest mètodes en dominis 
irregulars, aquest però, no és el cas del flux per un canal.  Per la variable temporal 
s’utilitza un mètode multipas lineal (BDF2,[QuSa06]) a la part lineal de l’operador 
biarmònic; la part no lineal s’integrà explícitament amb una extrapolació d’ordre 2 
(IMEX2, [ARW95]).  
 
3.1. VARIABLE ESPACIAL 
S’aproxima  (     ), ja que és periòdic en  , mitjançant series de Fourier per la 
variable   truncant per algun enter positiu   i polinomis de Legendre per la variable   
pel fet de tenir bones propietats de convergència. Així doncs, tal com s’indica a 
continuació: 
 (     )  ∑ ∑    ( ) 
       ( )           ( )  (   
 )   ( ) 
 
   
 
    
 (3.4) 
Essent   ( ) el polinomi de Legendre d’ordre  . Als polinomis de Legendre se’ls 
multiplica per (    )   ja que d’aquesta forma es compleixen les condicions de 
contorn. 
Com que   ha de ser una funció real    
       (  simbolitza el conjugat). D’aquesta 
manera es poden escriure tots els modes negatius           mitjançant els modes 
no negatius        . Aprofitant aquesta propietat es pot reduir el cost 
computacional. 
El mètode de Galerkin s’aconsegueix mitjançant la projecció de l’equació de la funció 
de corrent pertorbada sobre l’espai dual de funcions de test         ( ) mitjançant el 
producte intern Hermitià: 
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(   )  ∫ ∫        
  
  
     
 
 (3.5) 
La projecció de l’equació aproximada sobre cada subespai de Fourier dóna lloc a un 
sistema amb l’estructura: 
    ̅( ) ̇      ̅( )       ( ) (3.6) 
On els operadors   i   són les projeccions espectrals de la part lineal temporal i espacial 
i   és la projecció del terme no lineal. S’ha utilitzat el conveni de sumació d’Einstein. 
Introduint l’anterior expressió a la part lineal de la funció de corrent i projectant sobre el 
conjunt de funcions de Fourier ortogonals     ̅   i funcions   ( ) no-ortogonals 
  ̅( ) s’obté el següent sistema per les amplituds    ( )  
{
 
 
 
 (
 
  
 (    )
 
  
)     
  
  
 (
  
  
 
  
 
  
  
 
  
)     
 
  
   
∑ ∑    ( ) 
       ( ) 
 
   
 
    
 (3.7) 
Projecció amb la funció     ̅  : 
(        
 (   )
  
)
 ∫       [∑ ∑  ̇  ( ) 
      [  
 
   
 
    
     
 
 (   )
 ]  ( )]   
 ∑ ∑  ̇  ( ) [ 
  (   )
 ]  ( )∫  
 (   )     
     
 
 
   
 
    
 ∑ ∑  ̇  ( ) [ 
  (   )
 ]  ( )
  
  
   
 
   
 
    
 ∑  ̇  ( ) * 
  (   )
 
+  ( ) 
 
   
 
(3.8) 
On   representa      
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(               (    )
 (   )
  
  
  
  
)
 ∫       {∑ ∑    ( ) 
     
 
   
[    [   (   )
 ] 
 
    
     
 
     (   
 )[   (   )
 ]       ]  ( )}   
 ∑    ( ) [* 
  (   )
 
+
 
     (   
 ) *   (   )
 
+
 
   
      ]  ( ) 
(3.9) 
Projecció amb la funció  ̅( ): 
A diferència del cas anterior, no són ortogonals i en conseqüència no es desacoblen com 
sí passava per les funcions     ̅  .  
 
(  ̅ ∑  ̇  ( ) * 
  (   )
 
+
 
   
  ( )) (3.10) 
 
(  ̅ ∑    ( ) [  
  *   (   )
 
+
 
 
   
     (   
 ) *   (   )
 
+       ]  ( )) 
(3.11) 
Obtenint finalment el conjunt de sistemes matricials: 
    ̅( ) ̇      ̅( )       ( ) (3.12) 
On: 
 ( )  [
   ( )     ( )
   
   ( )     ( )
] 
   ( )  (  ̅ [ 
  (   )
 ]  ( ))  ∫   ̅
 
 
  
 [   (   )
 ]  ( )   (3.13) 
 ( )  [
   ( )     ( )
   
   ( )     ( )
] 
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   ( )  (  ̅ [  
  [   (   )
 ]      (   
 )[   (   )
 ]
      ]  ( ) )
 ∫   ̅
 
 
  
[    [   (   )
 ]      (   
 )[   (   )
 ]
      ]  ( )   
(3.14) 
 ̇( )  [
 ̇  
 ̇  
 
 ̇  
]        ( )  [
   
   
 
   
]  
Per        . 
Per calcular les derivades a la variable transversal   s’utilitza el mètode de col·locació 
que consisteix en imposar les equacions en un conjunt de punts i mitjançant una matriu 
de diferenciació determinar-les. La combinació del mètode de Galerkin amb el de 
col·locació és coneix com G-NI (Galerkin-Numerical Integration, [Tre00]). Les 
integrals que sorgeixen de la projecció és calculen per mitjà de les fórmules de la 
quadratura de Gauss-Legendre, [DaRa07].  
Per determinar el conjunt de punts de Gauss-Legendre, els pesos (per tal de poder 
calcular les integrals mitjançant la quadratura de Gauss-Legendre) i la matriu de 
diferenciació   s’utilitza la formulació proposada a l’article “A Matlab Differentiation 
Matrix Suite” [WeRe00].   
Per la part no-lineal ( ) no es fa de forma anàloga a l’exposada anteriorment, ja que el 
resultat de projectar  (
  
  
 
  
 
  
  
 
  
)     amb la funció     ̅   no són equacions 
desacoblades, a diferència del que passava amb la part lineal i en conseqüència si es 
procedís d’aquesta forma s’obtindria equacions amb tensors de 3 ordre augmentant de 
forma conciderable el cost computacional.  
El procediment pel qual es calcula la part no lineal consisteix en calcular  (
  
  
 
  
 
  
  
 
  
)     a l’espai físic en el diferent conjunt de punts del domini. És a dir, com que 
coneixem  (     ) en un instant de temps previ    es calcula: 
 
 (      )  ∑ ∑    (  ) 
       ( ) 
 
   
 
    
 (3.15) 
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Matricialment: 
[
 (        )   (        )
   
 (           )   (           )
]
(    )  
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[
  (  )   (  )    (  )
  (  )    
    
  (  )   (  )    (  )
]
   [
 
 
 
 
             
    
          
    
          ]
 
 
 
 
 
(    ) ( ))
 
 
 
 
A partir de (      ), mitjançant les matrius de derivació, es pot determinar:  
 (        )   (
  (        )
  
 
  
 
  (        )
  
 
  
)   (        ) (3.16) 
Matricialment: 
  (    )  [(         
 )  
 ]  (   
 )  [  (         
 )] 
on:  
          i          d’ordre (    )x(    ) i     respectivament 
novament són les matrius de derivació proposades a l’article ja mencionat “A 
Matlab Differentiation Matrix Suite” [WeRe00].   
   [
 (        )   (        )
   
 (           )   (           )
]
(    )  
 
   [
 (        )   (        )
   
 (           )   (           )
]
(    )  
 
 El símbol    denota l’operació interna: 
     [
       
   
       
]   [
       
   
       
]  [
               
   
               
] 
Dues funcions exponencials complexes  ( )        i  ( )        són diferents en   
si      . Si es restringeix   i   a    i s’avaluen   ( )   
      i    ( )   
      i 
      és un múltiple de     , llabros        per cada  . Per tant, per qualsevol 
exponencial complexa      hi ha infinites altres exponencial complexes que 
coincideixen amb la malla   . Aquest fenomen és coneix com aliasing i precisament, 
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pel fet de treballar a l’espai físic, ens trobem amb aquesta situació. Per tal d’eliminar 
l’aliasing s’utilitza la regla 3/2 de Orszarg [CHQZ06]. 
La variable   s’avalua per diferents punts equiespaiats tenint en compte l’aliasing 
mentre que la variable   s’avalua en els punts de Gauss Legendre utilitzant també la 
rega dels 3/2 de Orszarg.  
Una vegada s’ha determinat els valors de la funció en els diferents punts pels quals s’ha 
discratitazat el domini, s’utilitza novament el mètode MMT (matrix-matrix 
multiplication) per tal de calcular la transformada inversa de Fourier i determinar els 
coeficients     (  ). És a dir per poder expressar  (        ) en sèrie de Fourier i 
polinomis  ( ): 
 (        )  ∑ ∑    (  ) 
        (  ) 
 
   
 
    
 
Finalment obtenim  ( ) amb la projecció: 
 
   ̅̅( )  ( 
        ̅ ∑ ∑    (  ) 
       ( ) 
 
   
 
    
) (3.17) 
Matricialment: 
 ̃  ̅̅( )     ̅  [(   (  )    )     ̅] 
On: 
     
 
 
                     
    (  )   (        ) 
          correspon a la matriu de pesos per la integració mitjançant Gauss-
Legendre 
   [
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  (  )   (  )    (  )
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De la matriu  ̃( ) s’eliminen els termes addicionals que s’han tingut en compte 
prèviament per solucionar el problema de l’aliasing: 
 ( )  
[
 
 
 
 
         
   
       
   
       ]
 
 
 
 
(    )  
 
De forma esquemàtica, el procediment seguit per obtenir la projecció de la part no lineal 
és el següent: 
 
 
 
 
 
 
 
 
Finalment, si tenim en compte la part lineal i la no lineal tenim el sistema és: 
    ̅( ) ̇      ̅( )       ( )   
(  ̅ ( 
   
 
  
 )  ( ) )  ̇  
 (  ̅ [  
  (    
 
  
 )
 
    ̅ (   
 )(     ̅  
 )      ̅ ]  ( ))
 (  ̅    (  )  ( )) 
(3.18) 
 
3.2. VARIABLE TEMPORAL 
En discretització espectral d’equacions no lineals, els procediments més estàndards es 
basen en mètodes semi-implícits, on la part lineal s’integra de manera implícita i els 
termes no lineals es tracten de forma explícita.  
Pel fet que l’equació de la funció de corrent sigui d’ordre 4, al igual que les laplacianes 
siguin d’ordre 2, imposa restriccions molt severes al pas de temps. Per aquest motiu, 
s’utilitza un mètode multipas lineal BD2 (Backward Differences d’ordre 2) per la part 
𝐷𝑋 𝐷𝑌 
 
MMT 
MMT 
𝑎𝑙𝑚 Ψ(𝑥𝑖 𝑦𝑗 𝑡 ) 
𝑓(𝑥𝑖 𝑦𝑗 𝑡 )  (
𝜕Ψ(𝑥𝑖 𝑦𝑗 𝑡 )
𝜕𝑦
𝜕
𝜕𝑥
 
𝜕Ψ(𝑥𝑖 𝑦𝑗 𝑡 )
𝜕𝑥
𝜕
𝜕𝑦
)  Ψ(𝑥𝑖 𝑦𝑗 𝑡 ) 𝑏𝑙𝑚 
ESAPI FOURIER-LEGENDRE ESAPI FÍSIC 
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lineal de l’opeardor biharmónic. Per la part no lineal s’integra explícitament amb una 
extrapolació d’ordre 2 AB2 (Adams-Bashforth d’ordre 2). La combinació es coneguda 
com AB2BD2. Com a alternativa es podria utilitzar integradors implícits com BD2 o 
Crank-Nicolson, que resoldrien les restriccions severes del pas de temps però per altra 
banda, requereixen resoldre per cada pas de temps un Newton-Krylov amb la qual cosa 
no proporcionen una avantatja clara sobre el mètode semi-implícit.  
Pels mètodes simi-implícit, on les fórmules multipas lineals no estan aplicades a tota 
l’equació, la regió A-estable de l’integrador temporal no està ben definida essent 
complicat determinar-la (IMEX2), [ARW95.]  
A continuació és descriu el mètode semi-implícit utilitzat: 
Sigui    el pas de temps i  ( )     ,             ( )   ( ( ))  ( ) el conjunt 
d’instats pel quals s’aproxima l’amplitud  ( ) de l’equació    ̅( ) ̇   
   ̅( )     ( ). Per notació  
( )   (  ) és l’aproximació de  ( ) per    ( ). 
 (  )     és el terme quadràtic no lineal avaluat per  ( ).  
De l’equació de la funció de corrent obtenim: 
   
  
  ̇             (3.19) 
On      i      són l’operador lineal i no-lineal respectivament actuant sobre la 
solució  ( ). La fórmula implícita de Backwards Difference de 4 ordre és (s’ha agafat 
directament la fórmula de la referència [Tre06]: 
  
 
 (   )    (   )  
 
 
 ( )    (     (   )      (   )) (3.20) 
L’objectiu és calcular  (   ) coneixent  (   ) i  ( ) als instants  (   ) i  ( ) 
respectivament.  
Es tracta ara de separar entre el procediment implícit i explícit: 
      (   )      (   )       (   )    ( 
(   )) (3.21) 
La part lineal      es tracta implícitament mentre que en lloc d’utilitzar  (   ) (que 
implicaria un esquema totalment implícit) s’utilitza un polinomi de primer odre que 
interpola  (   ) mitjançant  (   ) i   ( ). Un cop conegut el polinomi es determina 
 (   ) avaluant-lo a l’instant  (   ). Es pot escriure el polinomi de primer odre com: 
   ( )       (   
( )) (3.22) 
Sabent: 
   ( 
( ))   ( )   ( 
(   ))   (   ) (3.23) 
Obtenim: 
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  ( )   
( )  
 (   )   ( )
  
(   ( )) (3.24) 
I substituint per  (   ) 
   ( 
(   ))    (   )   ( ) (3.25) 
Per tant, l’esquema complet és: 
  
 
 (   )    (   )  
 
 
 ( )    (     (   )    (   )   ( )) (3.26) 
Aïllant  (   )  tenim: 
 (   )  (           )  [  (   )   ( )        (  (   )   ( ))] (3.27) 
El valor inicial  ( ) està determinat per la condició inicial i el valor  ( ) desconegut es 
calcula mitjançant el mètode explícit Runge-Kutta de quart ordre, [QuSa06].  
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4. RESULTATS 
 
4.1. TOLLMIEN SCHLICHTING WAVES PER DOMINIS PETITS 
En dinàmica de fluids l’estudi lineal de l’estabilitat de solucions estacionaries és un dels 
mitjans més utilitzats. Encara que la seva aplicació ha permès la comprensió de molts 
fenòmens presents a la dinàmica de diversos sistemes, existeixen molts casos pels quals 
els resultats d’aquest anàlisi no coincideixen amb les observacions experimentals, 
produint-se transicions en sistemes linealment estables.  
Dels anàlisis lineals d’estabilitat del flux bàsic de Poiseuille realitzats s’havia 
determinat que el menor nombre de Reynolds pel qual el flux de Poiseuille esdevé 
linealment inestables és 5772,22. El Reynolds crític depèn del nombre d’ona    el valor 
del qual és 1,0205 per l’anterior nombre de Reynolds. En aquest punt, és produeix una 
bifurcació (bifurcació de Hopf). Quan es produeix una pertorbació per aquest nombre de 
Reynolds, el resultat no és un fluid turbulent sinó ones viatgeres anomenades Tollmien-
Schlichting waves (TSW). El flux bàsic inestabilitzat no transita generalment a 
turbulència sinó a altres fluxos laminars amb coherència espacial temporal.  
A la següent figura és mostra el     en funció del nombre d’ona   . Es pot observar, tal 
com s’ha comentat, que el mínim nombre de Reynolds és dóna per           pel 
valor de            . 
 
Figura 4.1 Valor crític de Reynolds en funció de    
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La inestabilitat de Hopf és deguda a la presencia d’ones de TS que connecten amb el 
flux bàsic per         i          . La figura 4.2 mostra el càlcul de dites 
solucions per           realitzat per un codi de Newon-Krylov de continuació
1
. Es 
pot observar que les TS són subcrítiques tal i com predeien càlculs previs realitzats els 
anys noranta per Ehrenstein i Koch [EhKo90].  
Ehrenstein i Koch van determinar que aquesta bifurcació és produeix per valors 
subcrítics, fins a valors propers a         (saddle-node) posant de manifest que 
l’estudi lineal no és suficient per descriure’n la dinàmica. Quan el flux bàsic de 
Poiseuille esdevé inestable, el flux convergeix a la branca superior de les TSW. La 
branca inferior de les TSW és inestable i aquesta connecta al flux bàsic. En la present 
tesina l’objectiu és determinar estats localitzats per valors inferiors a        .  
Per tal de validar el programa, primerament s’obtindrà la branca estable de les TSW per 
          i es trobarà, mitjançant un procediment iteratiu, un punt de la branca 
inestable. Es contrastarà els resultats obtinguts amb la representació gràfica de la funció 
‖ ‖ (  ) facilitada pel tutor. L’ús de la norma dos matricial dels diferents coeficients 
de Fourier correspon al fet que està relacionada amb l’energia  (  ) associada a la 
pertorbació. A més, pel fet de tenir expressada la solució en funció dels coeficients de 
Fourier, l’obtenció de la norma matricial és directa. 
L’energia del flux associada la pertorbació és calcula a partir de la següent relació: 
 (  )  
 
 
‖ ‖ 
 
 
 
 
(∑ ∑|   |
 
 
   
    
   
)   on   
[
 
 
 
 
             
    
          
    
          ]
 
 
 
 
(    ) ( )
 (4.1) 
A la figura 4.2, es representa l’amplitud ‖ ‖  de la TSW amb funció del numero de 
Reynolds per          . La línia continua representa la branca superior de la TSW 
que pel domini comprés entre 4400 i 5200 és caracteritza per ser estable. La línia 
discontinua representa la branca inferior de la TSW que es caracteritza per ser inestable. 
A la figura també és poden observar els dos punts de bifurcació, el punt de bifurcació  
Hopf (        ) i el saddle-node de bifurcació (        ). La línia horitzontal 
coincident amb l’eix de les abisses (‖ ‖ =0) correspon al flux bàsic.  
                                                             
1 Dades proporcionades pel tutor 
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Figura 4.2 Amplitud de les TS  per           obtinguda amb el codi de Newton-Krylov  
 
Per tal de calcular aquesta mateixa TSW mitjançant el codi d’integració temporal, s’ha 
utilitzat L=17 i M=60, essent el nombre de modes de Fourier i Legendre 
respectivament, amb pas de temps         i amb una integració temporal total de 
      . La solució obtinguda per la branca superior estable de les de les TSW és la 
representada a la figura 4.3.  A la taula 1 s’ajunta el valor de l’amplitud corresponent a 
cada nombre de Reynolds pel qual s’ha realitza la integració temporal 
 
Figura 4.3 Amplitud de la branca superior de les TSW  per           obtinguda a partir 
d’integració temporal  
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Taula 1. Valor de ‖ ‖  per diferents nombres de Reynolds per           
   4390 4400 4450 4500 4550 4600 4650 4700 4750 
‖ ‖  0.0000 0.1099 0.1261 0.1354 0.1427 0.1490 0.1547 0.1600 0.1649 
   4800 4850 4900 4950 5000 5050 5100 5150 5200 
‖ ‖  0.1695 0.1739 0.1780 0.1821 0.1859 0.1897 0.1933 0.1968 0.2003 
 
A continuació es representa la vorticitat total en el domini [      ⁄ ]x[-1,1] per 
diferents números de Reynolds de la corba associada al flux de les TSW. La vorticitat 
ve determinada per l’equació  (     )      . Sabem que el flux bàsic és      
 
 
   per tant, la vorticitat pel flux bàsic serà el pla        ⃗ . Tenint en compte el 
domini,   [    ].  
 
 
  
  
 
Figura 4.4 Vorticitat total per          : (a)       , (b)        , (c)        
i (d)         
(a) 
(b) 
(d) 
(c) 
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A excepció de per         on és pot apreciar clarament que correspon a la vorticitat 
del flux bàsic, és a dir, al pla        ⃗ , la diferència de la vorticitat total pels 
diferents nombres de Reynolds no és qualitativa.    
Per obtenir aquest resultats s’ha partit del flux bàsic per         i s’ha imposat una 
pertorbació al flux bàsic de la forma: 
  (      )     (   
 ) (            ) (4.2) 
La metodologia utilitzada per determinar la gràfica    ‖ ‖ (  ) consisteix en anar 
reduint de forma gradual el nombre de Reynolds utilitzant com a pertorbació inicial 
(condició inicial) la solució de les TSW del nombre de    immediatament superior. És 
a dir, a excepció de         que s’ha utilitzat la pertorbació    (    ) (       
     ) al flux bàsic, per         s’ha agafat com a condició inicial la matriu de 
coeficients   corresponents a la TSW associada al        ; per         s’ha 
agafat la matriu   corresponent a la TSW associada al         i així successivament 
pels diferents nombre de Reynolds. Aquesta estratègia s’ha adoptat pel fet que si 
s’utilitza una variació de nombre de Reynolds petita es garanteix que la condició inicial 
estigui pròxima a la solució estable.  
A continuació s’exposa la variació de l’amplitud per cada coeficient | | ( ) per 
        per un interval de temps T=100. 
 
Figura 4.5 Evolució de l’amplitud per         conseqüència de la pertorbació generada 
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A la figura 4.5 s’observa clarament l’ascens de l’energia, conseqüència de la pertorbació 
introduïda al flux bàsic. Es presenta de forma desacoblada l’energia associada a cada 
coeficient de la sèrie de Fourier.  
Com era d’esperar, els coeficients menors de la sèrie de Fourier tenen una major 
contribució. A la figura 4.6 s’aprecia amb major detall la importància relativa dels 
diferents coeficients de Fourier. Novament es representa l’amplitud dels diferents 
coeficients però ara l’interval de temps [       ]. S’indica a la dreta da la figura la 
numeració que correspon a cada mode de la sèrie de Fourier. Com és pot veure els 
modes dominant són 1, el 0 el 2 el 3 i el 4.  
 
Figura 4.6 Detall de l’amplitud dels diferents coeficients de Fourier 
 
Després d’una integració temporal de temps total T=5000 s’ha reduït el nombre de 
Reynolds a         i com a condició inicial s’ha utilitzat la matriu de coeficients de 
Fourier  (    ) ( ) calculada per        . 
En aquest cas, com la condició inicial està pròxima a la solució estable de les TSW i 
com es pot veure a la figura 4.7, la variació de l’amplitud amb funció del temps és molt 
menor. Es pot observar com l’amplitud es va estabilitzant conseqüència de convergir a 
la solució estacionaria.    
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Figura 4.7 Evolució de l’amplitud conseqüència de passar d’un         a         
 
De forma anàloga procedim fins per         obtenint gràfiques d’aspecte molt 
similar a la figura 4.7, on d’igual forma, es distingeix una zona de descens de l’amplitud 
(provocada per la reducció del nombre de Reynolds) i una zona on l’amplitud es manté 
constant (conseqüència de convergir a la solució estacionaria). Per valors de Reynolds 
inferiors a           i pel mateix domini          , les pertorbacions convergien 
al flux bàsic essent aquest l’únic flux estable trobat.  
Com es pot veure a la figura 4.8 l’energia de la pertorbació disminueix pel cas de 
        fins a anul·lar-se. El flux passa a ser novament el bàsic de Poiseuille. 
L’augment de pendent (negatiu) de la gràfica   |  |, sobretot a parit de       , 
explica la major atracció al flux bàsic.  
Pel conjunt de solucions pertanyents a la branca superior de les TSW on el valor de    
està comprès entre 5200 i 4390, el valor de l’amplitud ‖ ‖  és manté constant amb el 
temps. Per valors inferiors a la bifurcació, l’amplitud dels coeficients és mantindrà 
estable però oscil·larà periòdicament amb una amplitud que dependrà del nombre de 
Reynolds    i del nombre de ona   . Aquesta modulació s’observa com podrem veure 
en el següent apartat quan el flux presenta estats localitzats en dominis majors. 
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Figura 4.8 Reducció de les amplituds conseqüència de convergir al flux bàsic per         
 
Una cop determinada la branca superior de les TSW, l’objectiu passa a ser: determinar 
un punt pertanyent a la branca inferior (inestable) de les TSW. Per tal fi, s’ha introduït 
com a valor inicial un quocient de la solució corresponent a la branca de les TSW pel 
mateix nombre de Reynolds. És a dir, si  (    ) ( ) és la matriu dels coeficients de 
Fourier per la branca superior de les TSW, s’ha agafat com a condició inicial  
 ̃(    ) ( )       (    ) ( ) essent     un escalar inferior a 1. Amb funció de 
l’escalar     l’amplitud passarà a ser la corresponent a la de la branca superior o a 
anul·lar-se (flux bàsic). Aprofitant al fet que si l’amplitud inicial està compresa entre 
l’amplitud que correspondria a la branca inferior de les TSW (la que estem buscant) i la 
superior, hi ha una atracció de la solució a la branca superior mentre que si l’amplitud 
està compresa entra la branca inferior de les TSW i zero aleshores l’atracció és al flux 
bàsic, podem obtenir la solució mitjançant mètodes de bisecció o inspecció. El nombre 
de Reynolds elegit per tal de realitzar aquest procediment és        . De la figura 
4.2 sabem que la solució buscada és ‖ ‖      .  
Procedint de tal forma, obtenim la gràfica   |  | (evolució del coeficient de Fourier 
  ) representada per la figura 4.9. Com és pot veure, si es multiplica la matriu 
 (    ) ( ) per 0.2 la solució passa a ser el fluid bàsic, per la resta de casos (0.3, 
0.4,...,0.8) la solució s’estabilitza amb la branca superior de les TSW. Com més propers 
s’està de la solució inestable l’interval de temps necessari perquè convergeixi a una 
solució estable és major. De la gràfica anterior és pot deduir que per aproximar-nos més 
a la solució inestable la pertorbació a realitzar estar compresa entre      (    ) ( ) i 
     (    ) ( ).  
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Figura 4.9  Evolució de l’amplitud per diferents condicions inicials per tal d’apropar-se a la 
branca inestable de les TSW  
 
Procedint de forma anàloga i refinant la condició inicial, s’aconsegueix determinar amb 
major precisió l’energia associada a la branca inestable per        : 
 
Figura 4.10 Refinament de la figura 4.9  
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A la figura 4.10, a diferència de l’anterior, és pot veure que l’amplitud dels fluxos 
pertorbats es mantenen pràcticament constants durant un interval de temps comprès 
entre       i       . Com més propers s’està de la solució inestable major serà 
aquest interval.  
Recordar que a la gràfica s’ha representat l’amplitud associada al mode de Fourier   
 . Per tal de contrastar la solució trobada amb la gràfica facilitada pel tutor, es 
representa novament l’evolució de l’amplitud agafant ara la norma dos matricial dels 
coeficients de Fourier però tenint ja en compte que la solució més pròxima a la buscada 
correspon a utilitzar com a condició inicial         (    ) ( ) o         (    ) ( ).  
Si es volgués determinar la branca inestable, mitjançant el mètode utilitzat d’integració 
temporal, s’hauria de seguir el mateix procediment per diferents números de Reynolds. 
Existeixen mètodes on es determinen directament les solucions estacionaries de manera 
que es pot determinar la branca inestables amb major eficiència computacional. Aquests 
mètodes consisteixen en determinar la velocitat de les ones viatgeres i utilitzar un 
sistema de referència que es desplaça amb l’ona en qüestió. Amb el nou sistema de 
referència s’elimina la variació temporal del problema amb l’inconvenient que 
s’introdueix una nova incògnita al problema: la velocitat de propagació de l’ona.  
 
Figura 4.11 Amplitud associada a la branca inferior inestable de les TSW per         
 
Re=5000 
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A continuació es representa la vorticitat a l’instant de temps T=1330 pel cas        
 (    ) ( ). Es tria l’instant de temps T=1330 ja que, com es pot veure a la figura 4.11, 
aquest és podria considerar l’instant en que la solució sembla més pròxima a la solució 
estacionaria inestable de la branca inferior de les TSW.  
 
Figura 4.12 Vorticitat total per         associada a la branca inferior de les TSW 
 
4.2. ESTATS LOCALITZATS 
Una cop validat el programa i analitzades les solucions numèriques existents en dominis 
petits (         ), es pretén identificar nous estats localitzats viatgers en majors 
dominis determinant-ne la seva existència en funció del número de Reynolds. Els nous 
casos estudiats corresponen a un domini on          i          . També s’ha 
intentat buscar el menor numero de Reynolds pel qual es troben fluxos pretubulents per 
cada un dels dominis.   
A continuació s’exposa l’anàlisi realitzat pel cas         . 
Partint del flux bàsic de Poiseuille i per un nombre de Reynolds         és genera 
una pertorbació que té per expressió: 
  (      )     (   
 ) (            ) (4.3) 
Utilitzant L=41 i M=60, essent el nombre de modes de Fourier i Legendre 
respectivament, amb pas de temps         i amb una integració temporal total de 
       s’observa que el flux convergeix al bàsic: la vorticitat total correspon al pla 
    ⃗ , pròpia del flux bàsic (figura 4.13) . A més, si observem la gràfica   |  | veiem 
que l’amplitud descendeix a zero després del previ ascens conseqüència de la 
pertorbació generada (figura 4.14). Donat que     , essent    l’amplada del canal i 
  la longitud del domini, en les següents representacions de la vorticitat s’utilitzarà una 
escala diferent per l’eix de les   i per l’eix de les  .  Això es fa per poder apreciar millor 
les ones viatgeres. A la vegada, també és representa amb les mateixes escales per   i   
per tal d’il·lustrar millor les proporcions que té el domini.   
 
 
40 Computació de fluxos preturbulents bidimensionals al problema de Poiseuille pla 
 
 
Figura 4.13 Vorticitat del flux bàsic per          
 
 
Figura 4.14 Evolució de les amplituds 
 
En conseqüència s’opta per reduir el nombre de Reynolds a         i és procedeix 
de la mateixa manera, és a dir, es genera la mateixa pertorbació i s’utilitzen les mateixes 
característiques pel model numèric (      ) obtenint els mateixos resultats, 
convergència al flux bàsic. És repeteix         i el flux segueix convergint al bàsic.   
Així doncs, és decideix genera una major pertorbació. La nova pertorbació és: 
  (      )      (   
 ) (            ) (4.4) 
Amb aquesta nova pertorbació, ja no es convergeix al flux bàsic sinó és desenvolupa un 
comportament interessant. Es generen una seria de paquets d’ones que estan formats per 
ones amb un aspecte similar a les TSW observades pel cas          . El domini és 
divideix en una zona amb un flux bàsic i una altra zona amb el tren d’ones que a més, 
són viatgeres. Cada tren d’ones conté una ona activa i una ona final amb decaïment. Per 
        s’observen dos nuclis de vorticitat (figura 4.15). 
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Figura 4.15 Vorticitat total conseqüència de la pertorbació     (    )
 
(            ) 
per         
 
Es detalla una de les ones dels diferents nuclis de vorticitat (figura 4.18). Es pot veure la 
gran similitud entre aquesta i les TSW obtingudes anteriorment per           
 
Figura 4.16 Detall de les ones d’aspecte similar a les TSW del domini           
 
A diferència dels casos on           amb nombre de Reynolds comprès entre 4400 i 
5200, tot i de tractar-se d’una solució estacionaria, l’amplitud |  | oscil·la 
periòdicament amb una amplitud que depèn del coeficient de Fourier (figura 4.17).  
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Figura 4.17 Oscil·lació que presenten les amplituds dels diferents coeficients de Fourier 
Si es representa l’amplitud obtinguda a partir de la norma matricial 2 de la matriu de 
coeficients de Fourier, també és produeix una oscil·lació en l’amplitud. 
 
Figura 4.18  Oscil·lació que presenten l’amplitud obtinguda a partir de la noma dos matricial 
dels coeficients de Fourier (ona modulada) 
 
S’ha repetit el procediment per diferents nombres de Reynolds (2800, 2600, 2500, 2490, 
2475). Per definir la condició inicial dels diferents casos s’ha seguit una metodologia 
molt similar a la explicada pels cas           que en grans trets consisteix a utilitzar 
com a condició inicial el flux d’un nombre de Reynolds proper al del cas en qüestió. Per 
exemple, per determinar l’estat localitzat d’ones viatgeres per         s’ha utilitzat 
la matriu de coeficients de Fourier del cas        . 
Per          el menor nombre de Reynolds pel qual s’ha trobava un estat 
preturbulent correspon a        . Per         el flux convergeix al bàsic de 
Poiseuille. 
A continuació és detallen alguns dels resultats per         que correspon al menor 
Reynolds trobat que per          presenta un estat preturbulent. 
Amb una integració temporal total        obtenim la següent gràfica   |  |: 
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Figura 4.19 Oscil·lació que presenten les amplituds dels diferents coeficients de Fourier per 
        
 
Aparentment, tot i l’oscil·lació de l’amplitud, s’arriba a una solució estacionaria. Es 
veurà que això no és així quan ampliem l’interval d’integració temporal a        . 
La vorticitat total associada a aquesta solució per        és representa a la figura 
4.20: 
 
 
Figura 4.20 Vorticitat per          
Al igual que per         s’observen 2 nuclis de vorticitat amb la diferencia la zona 
amb flux bàsic té major extensió.  
Ampliant l’interval d’integració temporal fins a         si representem novament la 
gràfica   |  | es pot veure el caràcter transitori de la solució. Es representen les 
figures 4.22 i 4.23 que corresponen a l’interval de temps [          ] i de 
[           ] respectivament. De la figura 4.19 podem veure que els modes 
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dominants són el 11, el 9 el 13 i 2. En canvi a la figura 4.21 i 4.22 veiem que els 
dominants passen a ser el 10, el 8, el 12 i el 2. A més a més, si determinem la norma dos 
matricial per un instant previ a T=10000 aquesta té un valor de 0.908 i en el moment en 
que es produeix el canvi de modes dominants l’amplitud té un ascens a valors 
compresos entre 0.976 i 0.978. Es passa a un nou estat localitzat. Aquest fet posa de 
manifest l’existència de multiplicitat d’estats localitzats. Aquesta multiplicitat no prova 
l’existència de “snaking” però si que deixa la possibilitant de similar aquest fenomen.  
 
Figura 4.21 Evolució de les diferents amplituds  
 
Figura 4.22 Evolució de les diferents amplituds  
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Encara que l’amplitud d’alguns dels coeficients de Fourier tendeixin a anul·lar-se 
(figura 4.22), l’amplitud de la norma dos matricial es manté oscil·lant per valors 
compresos entre 0.0976 i 0.0978 (figura 4.23).  
 
Figura 4.23 Oscil·lació que presenten l’amplitud obtinguda a partir de la noma dos matricial 
dels coeficients de Fourier 
 
A la següent taula s’indica l’amplitud ‖ ‖  pels diferents nombres de Reynolds, degut a 
l’oscil·lació que aquesta presenta s’expressen els valors extrems: 
Taula 2. Valor de ‖ ‖  per diferents nombres de Reynolds per          
   3000 2800 2600 2500 2490 2475 
‖ ‖  
0.1546-
0.1548 
0.1351-
0.1355 
0.1121-
0.1124 
0.0950-
0.0951 
0.0976-
0.0978 
0 
 
Dels resultats numèrics que s’exposen a la taula 2 és pot veure que a mesura que es 
redueix el nombre de Reynolds l’amplitud també ho fa. En canvi, quan s’ha passat de 
        a         el valor de l’amplitud ha augmentat. Una possible explicació 
d’aquest fet és la multiplicitat de solucions a nivell teoric per altres EDP’s no lineals 
(“snaking”). A la figura 4.24 s’il·lustrà clarament la tendència de reducció de l’amplitud 
a mesura que es redueix el nombre de Reynolds. S’ha representat a la figura 4.25 la 
vorticitat total pels diferents Reynolds contemplats. S’observa que en tots els casos hi 
ha l’existència de dos estats localitzats. 
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(a) 
(b) 
(c) 
(d) 
 
Figura 4.24    ‖ ‖  pel domini          
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.25 Vorticitat total per         : (a)        , (b)         (c)        , 
(d)         
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Finalment es contempla el cas per          . Aquest cas sorgeix d’intentar trobar 
algun domini pel qual, per un determinat nombre de Reynolds, s’obtingui un sol estat 
localitzat. La integració temporal s’ha dut a terme pels nombre de Reynolds 2800, 2750, 
2700, 2650, 2600, 2550, 2450, 2400 i 2350. En tots els casos s’ha emprat L=31 i M=50, 
essent el nombre de modes de Fourier i Legendre respectivament, amb pas de temps 
       . La integració temporal total   ha variat en funció del nombre de Reynolds.  
Es parteix del flux bàsic per un         i es genera una pertorbació de la forma: 
  (      )      (   
 ) (            ) (4.5) 
Si es visualitza l’evolució de les amplituds s’obté el següent resultat: 
 
Figura 4.26 Evolució de les diferents amplituds  
 
A la gràfica és poden distingir tres fases: una ascens immediat de l’amplitud 
conseqüència de la pertorbació que s’introdueix al flux bàsic; un desens d’un conjunt 
dels coeficients i finalment un nou ascens dels coeficients. Es poden distingir quatre 
conjunts de coeficients amb comportament diferent: Un primer conjunt on la seva 
amplitud roman pràcticament constant i els restants conjunts on tenen el descens i 
posterior ascens però en instants de temps diferents.  
A continuació es representa la vorticitat en diferents instants de temps: 
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 Figura 4.27 Vorticitat en T=10 
Correspon a un instant molt proper al moment que es pertorba al flux bàsic. Al flux està 
clarament condicionat per la pertorbació inicial. 
 
 
Figura 4.28 Vorticitat en T=1500 
Per l’instant        els conjunts d’amplituds dels coeficients comencen a descendir. 
Com es pot veure es caracteritza per formar un tren d’ones que ocupa tot el domini. 
 
 
Figura 4.29 Vorticitat en T=3500 
A partir d’aquest moment totes les amplituds que havien fet un clar descens comencen a 
augmentar de valor, l’aspecte de la vorticitat és molt similar a la de l’instant T=1500. 
 
 
Figura 4.30 Vorticitat en T=5000 
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És el valor màxim de l’interval de temps calculat. La matriu de coeficients resultant 
s’utilitzarà com a condició inicial pel nou cas de càlcul que correspondrà per un 
       . Novament l’aspecte és similar al de T=1500. 
Es redueix el nombre de Reynolds de 2800 a 2750. S’utilitza com a condició la 
comentada anteriorment. Si representem la vorticitat per T=1500, es pot veure que tot i 
està format per un tren d’ones estès a tot el domini, aquestes deixen de ser clarament 
uniformes entre elles i es poden distingir ones més actives d’altres amb decaïment. 
 
 
Figura 4.31 Vorticitat en T=1500 per         
Si determinem el gràfic   |  | es pot apreciar que a partir de        el flux ja s’ha 
estabilitzat (tot i que les amplituds presentin una oscil·lació): 
 
 
Figura 4.32 Evolució de les diferents amplituds  
 
Si representem la vorticitat per T=5000 es pot veure que hi ha un sol tren d’ones però, a 
diferencia dels casos anteriors, aquest no ocupa tot el domini. Així doncs, el domini es 
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divideix en una zona on el flux és el bàsic i en una zona formada pel tren d’ones amb un 
aspecte molt similar a les TSW característiques dels dominis petits.  
 
 
Figura 4.33 Vorticitat per T=5000 per         
 
Seguidament, amb l’objectiu de trobar el menor nombre de Reynolds pel qual existeix 
un flux preturbulent, anem reduint el nombre de Reynolds. Per         el flux 
convergeix al bàsic de Poiseuille. A la taula s’indica l’amplitud (norma dos matricial 
dels coeficients de Fourier) pels diferents nombres de Reynolds. Al igual que pel cas 
        , l’amplitud presenta una oscil·lació, en conseqüència s’expressen el valors 
extrems de l’interval de variació. La variació de l’amplitud és de l’ordre de     .   
Taula 3. Valor de ‖ ‖  per diferents nombres de Reynolds per          
   2800 2750 2700 2650 2600 
‖ ‖  - 
0.1119-
0.1120 
0.1092-
0.1093 
0.1063-
0.1064 
0.1033- 
0.1034 
   2550 2500 2450 2400 2350 
‖ ‖  
0.1001-
0.1001 
0.0965-
0.0965 
0.0923-
0.0924 
0.0870-
0.0871 
0 
 
Tenint en compte que la variació de l’amplitud és de l’ordre de      es representa: 
 
Figura 4.34    ‖ ‖  pel domini          
 51  
5. CONCLUSIONS 
 
Com s’ha comentat a la introducció, la proposta d’aquesta tesina era per una banda 
calcular les Tollmine-Schlichting ja previstes els anys noranta per Ehrenstein i Koch i 
per altra banda calcular estats localitzats. Per la realització dels càlculs s’han utilitzat 
mètodes d’integració temporal fent ús de la funció de corrent.  
De la teoria lineal d’estabilitat es determina que el menor nombre de Reynolds pel qual 
és produeix una transició del flux bàsic al turbulent és per          . En 
conseqüència és lògic fer un primer estudi per dominis pels qual    té precisament 
aquest valor (dominis menors). En aquest domini s’ha determinat la branca superior 
estable de les Tollmine-Schlichting i el menor nombre de Reynolds pel qual les 
Tollmine-Schlichting deixa de ser estable. Aquest punt de bifurcació es coneix com 
saddle-node. També s’ha determinat l’amplitud de la branca inestable de les Tollmine-
Schlichting per        . Una vegada validats aquest resultats s’ha passat a buscar 
solucions en dominis majors. 
Els dominis majors que s’han considerat han sigut          i          . Per 
aquest dominis s’ha determinat l’existència d’estats localitzats en funció del nombres de 
Reynolds. Jiménez en l’article “Transition to turbulence in two-dimensiona Poiseuille 
flow” ja havia determinat l’existència d’estats localitzats. S’ha detectat però estats 
localitzats per Reynolds menors als contemplats per Jiménez. Pel cas on          el 
flux preturbulent calculat es caracteritzava per presentar dos estat localitzats en el 
domini mentre que per           el flux preturbulent calculat es trobava un únic 
estat localitzat. Així doncs, pel cas          s’han donat evidències de multiplicitat 
d’existència d’aquests estats. Aquest fet, tot i no significar l’existència de que es 
produeix “snaking” si que dóna la possibilitat d’intentar utilitzar teories de coexistència 
d’estats homogenis on apareix el fenomen “snaking” tal com ja s’ha fet a nivell teòric 
per altres EDP’s no lineals per simular multiplicitat d’existències. La simplicitat del 
problema contrasta notablement amb l’enorme dificultat que suposa entendre’n la 
dinàmica. De moment, aquetes estructures són solucions del problema matemàtic. 
Determinar quins són els mecanismes que les fan aparèixer forma part d’una línia 
d’estudi futura fora dels objectius de la present tesina.  
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6. ANNEX: VISUALITZACIÓ DE RESULTATS 
 
En el present annex es pretén visualitzar les ones viatgeres pròpies dels estats 
localitzats. S’ha representat la vorticitat total de dos casos:  
- Per un domini                       per         on s’observa un 
sol estat localitzat. L’interval temporal és [0 ,70] 
 
T=1 
 
T=5 
 
T=9 
 
T=13 
 
T=17 
 
T=21 
 
T=25 
 
T=29 
 
T=33 
 
T=37 
 
T=41 
 
T=45 
 
T=49 
 
T=53 
 
T=57 
 
T=61 
 
T=65 
 
T=69 
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Amplitud (‖ ‖   de l’interval calculat 
Els punt vermells corresponen als instants de temps representats 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
55 Annex: visualització de resultats 
- Per un domini                      per         on s’observa dos 
estats localitzats. L’interval temporal és [0 ,90] 
 T=1 
 T=6 
 T=11 
 T=16 
 T=21 
 T=26 
 T=31 
 T=36 
 T=41 
 
T=46 
 
T=51 
 T=56 
 T=61 
 T=66 
 T=71 
 T=76 
 T=81 
 T=86 
 
 
Amplitud (‖ ‖   de l’interval calculat 
Els punt vermells corresponen als instants de temps representats 
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